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Abgabe ihrer Losung: Bis Donnerstag, 5. Dezember 2019, 09:55 Uhr, in den Briefkasten ihres Tutors
im Gebédude F4. Achten Sie auf eine saubere und lesbare Darstellung, schreiben Sie ihren Namen und
den Namen ihres Tutors auf jedes Blatt und heften Sie ihre einzelnen Bldtter zusammen.

Aufgabe 6.1 (5 Punkte)
Sei K ein Korper und n € N.
(a) Zeigen Sie, dass eine Matrix A € M,,«,,(K) existiert, so dass
X x1 Ln
VIt | eMya(K): A | @] =
Ty T {a
(b) Sei A € M, «n(K) beliebig und seien i,j € {1,...,n}. Finden Sie Matrizen B,C € M, xn(K), so
dass (BAC);; = Aj; und (BAC), = 0 fiir alle Tupel (I,m) # (4, 7).
(c) Sei J C M, xn(K) eine Menge von n x n-Matrizen {iber K mit folgenden Eigenschaften:
(i) J enthilt eine Matrix A # 0;
(ii) J ist abgeschlossen unter Addition, d.h., A,B€ J= A+ B € J;
(iii) J ist abgeschlossen unter Links- und Rechtsmultiplikation mit Elementen aus M, «,(K), d.h.,
fiir alle A € J und alle X € M,,»,(K) gilt AX € Jund XA € J.
Zeigen Sie, dass bereits J = M, «,(K) gilt.

Aufgabe 6.2 (2 Punkte)
Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Seien U, W zwei Unterrdume von V mit

(i) U+ W =V und

(i) UnW = {0}
Zeigen Sie, dass zu jedem v € V eindeutig bestimmte v € U und w € W existieren mit v = u + w.

Aufgabe 6.3 (5 Punkte)

(a) Es seien K ein Korper und (V,+v), (W, +w) zwei K-Vektorrdume mit skalaren Multiplikationen
v KXV > Vud w: KxW — W. Esseien U :=V xW sowie +y : U x U — U gegeben
durch (v1,w1) +u (vo, we) := (v1 +v Vo, w1 +w ws) fir vi,ve €V, wy,we € Wund .y : K xU = U
gegeben durch A -y (v,w) =Ny, A ww)fir e K,veV,weW.

Zeigen Sie, dass (U, +y) mit skalarer Multiplikation -y ein K-Vektorraum ist.

(b) Im Folgenden bezeichne F' die Menge aller Abbildungen f: R — R. Wir versehen F' mit punktweiser
Addition (f + g)(z) := f(x) + g(x) und R-Skalarmultiplikation X - f(z) := (A\f)(z) fir f,¢g € F und
A €R. Sei Fy :=={f € FIVz eR: f(z) = f(—x)} und F; := {f € F|Vz e R: f(z) = —f(—=)}.
Zeigen Sie, dass F' ein R-Vektorraum ist und F} und F5 Unterrdume von F' sind.
Hinweis: Vgl. Aufgabe 1.1(a)

(c) Bestimmen Sie F} N Fy und Fy + Fb.

Aufgabe 6.4 (4 Punkte)

Seien X,Y Mengen. Wir bezeichnen mit X \' Y die Differenzmenge (auch Restmenge) von X und Y, d.h.,
X\Y={zeX:x¢Y}

Sei nun n € N. Zeigen Sie, dass Z,, \ Z) genau dann ein kommutativer Ring ohne 1 ist wenn n = p
fiir eine Primzahl p und ein k£ € Ng.
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